
ñ"ùú áéáà – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷

(13.5.2000 ,1 äñøâ) úåîöåò :'ã ÷øô

äééòá øöåé àì äæ .íù åúåàá íéàø÷ð íäéðùå ,é÷ìç øãñ ñçé ìù äæî äæ íéðåù íéâùåî éðù äúò øéãâð
âùåî äæéàì éøîâì øåøá äéäé íäá ùîúùðù íòô ìëáå åøáçá ãçà ãåàî íéøåù÷ åììä íéâùåîä éðù éë

.íéðååëúî åðà
íéé÷î àåä íà A ìò é÷ìç øãñ ñçéé÷ìç øãñ ñçéé÷ìç øãñ ñçé àø÷ð ,A×A -ì é÷ìç ñçé ,øîåìë A ä÷ìçî ìò ≤ ñçé .äøãâääøãâääøãâä .58

:íéàáä íéàðúä úà
.x ≤ x x ∈ A ìëì – úåéáéñ÷ìôø .à

.x = y æà y ≤ x -å x ≤ y íà x, y ∈ A ìëì – äéøèîéñéèðà .á

.x ≤ z æà y ≤ z -å x ≤ y íà x, y, z ∈ A ìëì – úåéáéèéæðøè .â
íéé÷î àåä íà A ìò é÷ìç øãñ ñçéé÷ìç øãñ ñçéé÷ìç øãñ ñçé àø÷ð ,A×A -ì é÷ìç ñçé ,øîåìë A ä÷ìçî ìò < ñçé .äøãâääøãâääøãâä .59

:íéàáä íéàðúä úà
.x 6< x x ∈ A ìëì – úåéáéñ÷ìôøéà .à

.x < z æà y < z -å x < y íà x, y, z ∈ A ìëì – úåéáéèéæðøè .á
:íâ íéé÷ éë òáåð åìà íéàðú éðùîå

'á éôì æà x < y < x íà éë] .y < x íâå x < y íâ íéé÷ù ïëúé àì x, y ∈ A ìëì – äéøèîéñà .â
[.'à-ì äøéúñá ,x < x

àåä x 6= y -å x ≤ y íà x < y é"ò øãâåîä A ìò < ñçéä æà A ìò é÷ìç øãñ ñçé ≤ íà .à .äîìäîìäîì .60
.A ìò é÷ìç øãñ ñçé

øãñ ñçé àåä x = y åà x < y íà x ≤ y é"ò øãâåîä A ìò ≤ ñçéä æà A ìò é÷ìç øãñ ñçé < íà .á
.A ìò é÷ìç

úåéôåñä úåöåá÷ì à÷ååã åàì ,äöåá÷ ìëì "øôñî" àåöîì àåä éñéñáä ïåéòøä .äðåîä øôñîä âùåîäðåîä øôñîä âùåîäðåîä øôñîä âùåî .61
úååù ïðéàù úåöåá÷ìå ,øôñî åúåà ùé äîöåò úååù úåöåá÷ éúùìù ïáåîë .íéøôñî åðì ùé øáë ïøåáòù
äî úà æàå ,|A|-á A ìù äîöåòääîöåòääîöåòä åì àø÷ðù ,A äöåá÷ ìù øôñîä úà ïîñð .íéðåù íéøôñî ùé äîöåò

-ë áåúëð äúò äæ åðøîàù

|A| = |B| ⇔ A ≈ B (1)

äîéàúî úàæ äðåëúì .A-ì äîöåò äååù úåéäì éäùìë x äöåá÷ ìù äðåëúä úîéé÷ ,A äöåá÷ ïúðäá
ïëìå äöåá÷ì äáùçð úàæ ä÷ìçî ìñø ìù äéîåðéèðàä ìò òåãé äéäù éðôì .{x|x ≈ A} ä÷ìçîä ïáåîë
,ä÷ìçî úàæù íéòãåé åðàù úòë .1884 úðùá Frege äùò êëå ,úàæ äöåá÷ë |A| úà øéãâäì øùôà äéä
áìùá ïëì .éèîúî íöò äéäú äöåá÷ ìù äîöåòäù åðúøèî ìò äðåò äðéà àéä ,äöåá÷ äðéàù çéëåäì ì÷å
ùãç éãåñé âùåî ìàë äìù äîöåòä úà äöåá÷ ìëì úðúåðä äìåòôì ñçééúð ,äîöåòä úøãâä ìò øúååð äæ
êëì èøô ,|A| íöòä ìò øáã íéòãåé åððéà A äöåá÷ìù àåä øáã ìù åùåøéô .äîåéñ÷àë (1) úà òá÷ðå

.A ìò óñåð åäùî úòãì úåöøì äáéñ ìë åðì ïéà íâ ìáà ,A ìù äîöåòä àåäù
úåéúåàä .éäùìë äöåá÷ ìù äîöåò àåä íà äðåîäðåîäðåî ,øåöé÷á ,åà ,äðåî øôñîäðåî øôñîäðåî øôñî åà ,äîöåòäîöåòäîöåò àø÷ð åäùìë íöò

.òîúùîá åà ùøåôîá ,úøçà øîàé ïë íà àìà ,úåîöåò êùîäá åðîñé a, b, c, d, e

åìù äîöåòë íééåñî íöòá øåçáì úãçåéî äáéñ åðì ïéàù ,A äöåá÷ íúñì ãåâéðá .úåéôåñä úåîöåòäúåéôåñä úåîöåòäúåéôåñä úåîöåòä .62
,úéôåñ A äöåá÷ì éøä (äöåá÷ äðéàù ä÷ìçîì åðúåà äàéáä àéä ìáà úàæë äáéñ åðì äúéä ÷åéã øúéìå)
ïëì .n øôñîä àåäå ,'à äúéëî ãåò åðì òåãéä ,íéøáéàä øôñîì íéàúî ãîòåî ùé ,Nn äöåá÷ì ãçåéîáå
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àéäå äéðù äîåéñ÷à óéñåð

|Nn| = n (2)

?äîöåò úååù úåöåá÷ì úåðåù úåîöåò äîéàúî àéäù êëá (1) äîåéñ÷à íò úùâðúî úàæ äîåéñ÷à íàä
.Nm 6≈ Nn æà m 6= n íà 'â32 éôì éë ,úéìéìù àéä êëì äáåùúä

.íééòáè íéøôñî éðúùîë k, l, m, n úåéúåàá ùîúùð êùîäá
çéëåäì ìëåðù êë äîöåòä âùåî úà øéãâäì úåîééåñî úåçðäá ,ìëåð êùîäá .äîöåòä úåîåéñ÷à úåéðîæäîöåòä úåîåéñ÷à úåéðîæäîöåòä úåîåéñ÷à úåéðîæ .63

.íéèôùîì úåîåéñ÷àî (2)-å (1) åëôäéé ïáåîë ,æà .(2) úàå (1) úà
.|A| ∈ N ííà úéôåñ àéä A ,A äöåá÷ ìëì .à .èôùîèôùîèôùî .64

.ä÷éø àéä A ííà |A| = 0 ,A äöåá÷ ìëì .á
.|N | = ℵ0 .à .äøãâääøãâääøãâä .65

.ä÷æç àìå ãçà ïîéñ 2ℵ0-á úåàøì ùé äæ áìùá .|<| = 2ℵ0 .á
|B| = b ,|A| = a -ù êë A,B úåöåá÷ úåîéé÷ íà a ≤ b ,a, b íéðåîì .é÷ìçä øãñä úøãâäé÷ìçä øãñä úøãâäé÷ìçä øãñä úøãâä .66

.a 6= b -å a ≤ b íà a < b .A ¹ B-å
.b < a íà a > b .b ≤ a íà a ≥ b

:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .à .äîìäîìäîì .67
.a ≤ b .(i)

.A ⊆ B -å |B| = b ,|A| = a -ù êë A, B úåöåá÷ úåîéé÷ .(ii)
.|A| = a -ù êë A ⊆ B äöåá÷ úîéé÷ |B| = b -ù êë B äöåá÷ ìëì .(iii)

.A ¹ B íéé÷ |B| = b -å |A| = a úåîéé÷îä A,B úåöåá÷ä ìëì .(iv)
:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .á

.a < b .(i)
.A ≺ B -å |B| = b ,|A| = a úåîéé÷îä A, B úåöåá÷ úåîéé÷ .(ii)

.A ≺ B íéé÷ |B| = b -å |A| = a úåîéé÷îä A,B úåöåá÷ä ìëì .(iii)
.íéé÷ìç øãñ éñçé íä úåîöåòä ïéá <-å ≤ íéñçéä .èôùîèôùîèôùî .68

.[ïééèùðøá-øåèð÷ èôùî ìò úëîúñî < ìù úåéáéèéæðøèäå ≤ ìù äéøèîéñéèðàä úçëåä .67-å 49-î òáåð]
['ä32-å 67] .n < ℵ0 íéé÷ n ∈ N ìëì .à .èôùîèôùîèôùî .69

[51-å 'á67] .ℵ0 < 2ℵ0 .á
≤-áå ,66-á øãâåäù ≤ ñçéä úà ≤c-á ïîñð äæ èôùî éëøåöì .íééòáèä íéøôñîä ìòíééòáèä íéøôñîä ìòíééòáèä íéøôñîä ìò≤ úåéòîùî ãçúåéòîùî ãçúåéòîùî ãç .70
ïëúé àì m > n íà] .m ≤ n ííà m ≤c n m, n ìëì íéé÷ .íééòáèä ìò åðì øëåîä øãñä ñçé úà

.[31 øåàì ,m ≤c n

A ∩ B = ∅ éäéå D ìò B ìù ò"çç ä÷úòä G-å C ìò A ìù ò"çç ä÷úòä F éäú .à .äîìäîìäîì .71
[26.2] .C ∪D ìò A ∪B ìù ò"çç ä÷úòä àéä F ∪G æà C ∩D = ∅ -å

.A ∪B ≈ C ∪D æà C ∩D = ∅ -å A ∩B = ∅ ,B ≈ D ,A ≈ C íà .á
íåëñä .A∩B = ∅ -å |B| = b ,|A| = a -ù êë úåöåá÷ A,B äðééäú a, b úåîöåòì .øåáéçä úøãâäøåáéçä úøãâäøåáéçä úøãâä .72

.|A ∪B| -ë øãâåî a + b

.íéàáä íéøáãä úà çéëåäì åðéìò áèéä øãâåî àåäå úåîöåò âåæ ìëì øãâåî øåáéçäù úåàøì éãë
úøãâä éôì .äøãâäá åîë A,B úåöåá÷ ùé a, b ìëì éë úåàøì åðéìò a, b ìëì øãâåî äéäé øåáéçäù éãë .à
{0}×A -á ïúåà óéìçð úåøæ ïðéà ïä íà .|B| = b -å |A| = a -ù êë A,B úåöåá÷ úåîéé÷ äîöåòä âùåî

.äîàúäá ,B-ìå A-ì äîöåò úååùå úåøæ ïäù {1} ×B -áå
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åìàë úåöåá÷ A′, B′ íâ äðééäú ,A,B úåöåá÷ä úøéçáá éåìú åðéà ïàë øãâåäù íåëñäù úåàøì éãë .á
A′ ∩B′ = ∅ -å A∩B = ∅ -ù ïååéëîå B′ ≈ B -å A′ ≈ A ïëìå |B′| = b = |B| -å |A′| = a = |A| æàå
A′, B′ -á A,B úôìçäå ,|A′ ∪ B′| = |A ∪ B| = a + b ïàëîå A′ ∪ B′ ≈ A ∪ B íéé÷ 'á71 éôì ïëì

.a + b úà äðùî äðéà
.a + b = b + a :óåìéçä ÷åç .à .èôùîèôùîèôùî .73

.a + (b + c) = (a + b) + c :õåáé÷ä ÷åç .á
.a + 0 = a .â

.a + b ≥ a .à .èôùîèôùîèôùî .74
.a + c = b -ù êë c äðåî íéé÷ æà a ≤ b íà .á

[|A|+ |B \A| = |B| æàå A ⊆ B -ù êë |B| = b ,|A| = a íéîéé÷ 'à67 éôì]
.c + a ≤ c + b æà a ≤ b íà :úåéðåèåðåî .â

.[c + a ≤ (c + a) + d = c + (a + d) = c + b 'à éôìå a + d = b -ù êë d íéé÷ 'á éôì]
['å38] .ℵ0 + n = ℵ0 n ∈ N ìëì .à .èôùîèôùîèôùî .75

['ç38] .ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 .á
[75-å 'á74] .a + n = a n ∈ N ìëìå a + ℵ0 = a æà a ≥ ℵ0 íà .à .èôùîèôùîèôùî .76

[73-å 'á74] .a + b = a æà a ≥ b -å b + b = b íà .á
[38.1] .a ≥ ℵ0 æà b > 0 -å a = a + b íà .â

[68-å 67 ,47] .n ∈ N ìëì ,2ℵ0 + 2ℵ0 = 2ℵ0 + ℵ0 = 2ℵ0 + n = 2ℵ0 .èôùîèôùîèôùî .77
øéãâäì øùôà éà ïëì .0 6= 1 íìåà ℵ0 + 0 = ℵ0 + 1 éë íéðåî øåáéçá õåìéç íéé÷ àì .à .èôùîèôùîèôùî .78

.íééòáè íéøôñî ìù øåñéçì äîåãä íéðåî ìù øåñéç
.1 6≤ 0 íìåà ,ℵ0 + 1 ≤ ℵ0 + 0 éë íéé÷ àì øåáéçä úåéðåèåðåî ìù êåôää ïååëä .á

.ℵ0 + 0 = ℵ0 + 1 ãåòá 0 < 1 éë øåáéçä ìù ä÷æçä úåéðåèåðåîä úîéé÷ àì .â
.äæ áìùá äáåùú ïéà a < b éë øøåâ c + a < c + b íà äìàùä ìò .ã

.íééòáèä íéøôñîä ìò øåáéç úåìåòô éúù åðì ùé òâøë .íééòáèä íéøôñîä ìò øåáéçä úåéòîùî ãçíééòáèä íéøôñîä ìò øåáéçä úåéòîùî ãçíééòáèä íéøôñîä ìò øåáéçä úåéòîùî ãç .79
éúù .72-á äøãâåäù øåáéçä úìåòô àéä äéðùäå ,äîéîé íéîéî åðì úøëåîä øåáéçä úìåòô àéä úçàä

.äìåòôä äúåà ïä åìà úåìåòô
éë l ìò äéö÷åãðéàá çéëåð .+c -á 72-á äøãâåäù øåáéçä úìåòô úà ,ãáìá úàæ äçëåä éëøåöì ,ïîñð .äçëåääçëåääçëåä
.k+c1 = |Nk∪{k}| = |Nk+1| = k+1 l = 1 -ì .'â73 éôì ,k+c0 = k = k+0 l = 0 -ì .k+cl = k+l

æà l-ì ïåëð ïåéååéùäù äçðäá
éôì ,k +c (l + 1) = k +c (l +c 1) = (k +c l) +c 1 = (k + l) +c 1 = (k + l) + 1 = k + (l + 1)

.'á73-å äéö÷åãðéàä úçðä ,l = 1 äø÷îä
.A×B ≈ A′ ×B′ æà B ≈ B′ -å A ≈ A′ íà .äîìäîìäîì .80

é"ò úøãâåîäå A × B äîåçúù H æà B′ ìò B ìù ä÷úòä G-å A′ ìò A ìù ä÷úòä F íà .äçëåääçëåääçëåä
.A′ ×B′ ìò A×B ìù ò"çç ä÷úòä àéä H(x, y) = 〈F (x), G(y)〉

úøãâåî a · b äìôëîä .|B| = b -å ,|A| = a -ù êë úåöåá÷ A,B äðééäú a, b úåîöåòì .ìôëä úøãâäìôëä úøãâäìôëä úøãâä .81
.|A×B| -ë

úåöåá÷ä úøéçáá äéåìú äðéà ïàë äøãâåäù äìôëîäù çéëåäì åðéìò áèéä øãâåî ìôëäù úåàøì éãë
.B′ ≈ B -å A′ ≈ A ïëìå |B′| = b = |B| -å |A′| = a = |A| æàå åìàë úåöåá÷ A′, B′ íâ äðééäú ,A,B

äðéà A′, B′ -á A,B úôìçäå ,|A′ × B′| = |A × B| = a · b ïàëîå A′ × B′ ≈ A × B íéé÷ 80 éôì
.a · b úà äðùî
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.a · b = b · a :óåìéçä ÷åç .à .èôùîèôùîèôùî .82
.a · (b · c) = (a · b) · c :õåáé÷ä ÷åç .á

.a · 1 = a ,a · 0 = 0 .â
.a · (b + c) = a · b + a · c :âåìéôä ÷åç .ã

.b = 0 åà a = 0 ííà a · b = 0 .ä
[74-å 'ã] .c · a ≤ c · b æà a ≤ b íà :ìôëä úåéðåèåðåî .å

[68-å 'å82 ,39] .ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 · n = ℵ0 íéé÷ 0 6= n ∈ N ìëì .à .èôùîèôùîèôùî .83
.2ℵ0 · ℵ0 = 2ℵ0 · n = 2ℵ0 íéé÷ 0 6= n ∈ N ìëì .á

íéùîúùî ïàëî .ℵ0 · 2ℵ0 ≤ 2ℵ0 ïëìå ,ò"çç àéä F (w, n) = n + w é"ò äðåúðä F : (0, 1)×N → < ]
[.68-áå 'å82-á

äìåòô øéãâäì øùôà éà ïëì .1 6= 2 íìåà ℵ0 · 1 = ℵ0 · 2 éë íéðåî ìôëá õåìéç íéé÷ àì .à .èôùîèôùîèôùî .84
.íééòáè íéøôñî ìù úéøàù íò ÷åìéçì äîåãä

.2 6≤ 1 íìåà ,ℵ0 · 2 ≤ ℵ0 · 1 éë íéé÷ àì ìôëä úåéðåèåðåî ìù êåôää ïååëä .á
.ℵ0 · 1 = ℵ0 · 2 ãåòá 1 < 2 éë ìôëä ìù ä÷æçä úåéðåèåðåîä úîéé÷ àì .â

.äæ áìùá äáåùú ïéà a < b éë øøåâ c · a < c · b íà äìàùä ìò .ã
.íééòáèä íéøôñîä ìò ìôë úåìåòô éúù åðì ùé òâøë .íééòáèä íéøôñîä ìò ìôëä úåéòîùî ãçíééòáèä íéøôñîä ìò ìôëä úåéòîùî ãçíééòáèä íéøôñîä ìò ìôëä úåéòîùî ãç .85
úåìåòô éúù .81-á äøãâåäù ìôëä úìåòô àéä äéðùäå ,äîéîé íéîéî åðì úøëåîä ìôëä úìåòô àéä úçàä

.äìåòôä äúåà ïä åìà
éë l ìò äéö÷åãðéàá çéëåð .·c -á 81-á äøãâåäù ìôëä úìåòô úà ,ãáìá úàæ äçëåä éëøåöì ,ïîñð .äçëåääçëåääçëåä

æà l-ì ïåëð ïåéååéùäù äçðäá .'â82éôì ,k ·c 0 = 0 = k · 0 l = 0 -ì .k ·c l = k · l
.äéö÷åãðéàä úçðäå 'â82 ,'ã82 éôì ,k ·c (l + 1) = k ·c l + k ·c 1 = k ·c l + k = k · l + k = k · (l + 1)

.2 · a = a + a ãçåéîá .íéøáåçî n íò áåùå áåù åîöòì a ìù øåáéçä úàöåú àéä n · a .èôùîèôùîèôùî .86
:äàáä äéñøå÷øä é"ò øãâåî äæ øåáéç .add(n, a) -á íéøáåçî n íò åîöòì a ìù øåáéçä úà ïîñð .äçëåääçëåääçëåä
.n ìò äéö÷åãðéàá çëåî add(n, a) = n ·a ïåéååéùä .add(n+1, a) = add(n, a)+a -å add(0, a) = 0

:íéé÷ 55-á úøãâåîä BA äìåòôä øåáò .äîìäîìäîì .87
.BA ≈ DC æà B ≈ D -å A ≈ C íà .à

.∅A = {∅} .á
.B∅ = ∅ æà B 6= ∅ íà .â

.B∪CA ≈ BA× CA æà B ∩ C = ∅ íà .ã
.C(A×B) ≈ CA× CB .ä

.C(BA) ≈ C×BA .å
úøãâåî H : BA → DC æà D ìò B ìù ò"çç ä÷úòä G-å C ìò A ìù ò"çç ä÷úòä F íà .à .äçëåääçëåääçëåä
éë ò"çç H .H(j) = FjG−1 é"ò úøãâåîä D äîåçúù äéö÷ðåôä àéä H(j) ∈ DC j ∈ BA øåáòù êë

.H(F−1gG) = g -å F−1gG ∈ BA æà d ∈ DC íà éë DC ìò H . j = F−1H(j)G j ∈ BA øåáò
éë ò"çç àéä H .H(j) = 〈j ¹ B, j ¹ C〉 j ∈ B∪CA øåáòù êë úøãâåî H : B∪CA → BA× CA éäú .ã
f ∪ g ∈ B∪CA æà g ∈ CA -å f ∈ BA íà éë BA× CA ìò àéä H . j = j ¹ B ∪ j ¹ C j ∈ B∪CA øåáò

.H(f ∪ g) = 〈f, g〉 -å
ïåùàøä áéëøä úà êøòë úðúåðäå íéøåãñä úåâåæä ìë ú÷ìçî àåä äîåçúù äéö÷ðåôä úà 1st -á ïîñð .ä
úðúåðäå íéøåãñä úåâåæä ìë ú÷ìçî àåä äîåçúù äéö÷ðåôä 2nd -áå ,1st(x, y) = x øîåìë ,âåæä ìù
êë úøãâåî H : C(A × B) → CA × CB éäú .2nd(x, y) = y øîåìë ,âåæä ìù éðùä áéëøä úà êøòë
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〈f, g〉 ∈ CA× CB íà éë ,CA× CB ìòå ò"çç àéä H .H(j) = 〈1stj, 2ndj〉 j ∈ C(A×B) øåáòù
.j(x) = 〈f(x), g(x)〉 é"ò ïåúðä j àåä H(j) = 〈f, g〉 -ù êë ãéçéä j ∈ C(A×B)-ä æà

C × B äîåçúù äéö÷ðåôä àåä H(j) j ∈ C(BA) øåáòù êë úøãâåî H : C(BA) → C×BA éäú .å
ìëì æà H(j1) = H(j2) íà éë ò"çç àéä H .H(j)(x, y) = j(x)(y) ,y ∈ B -å x ∈ C ìëì ,úîéé÷îäå
j1(x) ìù íåçúäù ïååéëîå ,j1(x)(y) = H(j1)(x, y) = H(j2)(x, y) = j2(x)(y) y ∈ B -å x ∈ C

w ∈ C×BA íà éë C×BA ìò àéä H .j1 = j2 ïëìå x ∈ C ìëì äæå ,j1(x) = j2(x) ïëì B àåä j2(x) å
y ∈ B ìëìù êëå B äîåçúù äéö÷ðåô àéä j(x) x ∈ C ìëìå C äîåçúù äéö÷ðåôä j ∈ C(BA) éäú
ïëìå H(j)(x, y) = j(x)(y) = w(x, y) y ∈ B ìëìå x ∈ C ìëì íéé÷ .j(x)(y) = w(x, y) ∈ A

.C×BA ìò àéä H-å ,H(j) = w

úøãâåî ab ä÷æçä .|B| = b -å ,|A| = a -ù êë úåöåá÷ A,B äðééäú a, b úåîöåòì .ä÷æçä úøãâää÷æçä úøãâää÷æçä úøãâä .88
.|BA| -ë

úåöåá÷ä úøéçáá äéåìú äðéà ïàë äøãâåäù ä÷æçäù çéëåäì åðéìò áèéä úøãâåî ä÷æçäù úåàøì éãë
,D ≈ B -å C ≈ A ïëìå |D| = b = |B| -å |C| = a = |A| æàå åìàë úåöåá÷ C, D íâ äðééäú ,A,B

.ab úà äðùî äðéà C,D -á A,B úôìçäå ,|DC| = |BA| = ab ïàëîå DC ≈ BA íéé÷ 'à87 éôìå
.a(bc) -ì àéä äðååëä íééøâåñ àìì abc

áåúëù ïëéä
['á87] .a0 = 1 .à .èôùîèôùîèôùî .89

['â87] .a = 0 -å b 6= 0 ííà ab = 0 .á
.1a = 1 ,a1 = a .â

['ã87] .ab+c = ab · ac .à .ä÷æçä éììëä÷æçä éììëä÷æçä éììë .90
['ä87] .(a · b)c = ac · bc .á

['å87] .(ab)c = ab·c .â
['å82-å 'á89 ,'à90 ,'á74] .ca ≤ cb æà c 6= 0 -å a ≤ b íà .à .ä÷æçä úåéðåèåðåîä÷æçä úåéðåèåðåîä÷æçä úåéðåèåðåî .91

[ CA ⊆ CB æà A ⊆ B íà éë] .ac ≤ bc æà a ≤ b íà .á
ïàë .ããåá ïîéñ ìàë 2ℵ0-ì ñçééúäì ùéù åðøîàå 2ℵ0-á |<| úà åðîéñ 'á62-á .|<| = 2ℵ0 .èôùîèôùîèôùî .92
ãééî òáåð äæ ïåéååéù .88-á äøãâåäù éôë ,ä÷æçä àéä 2ℵ0 ìù úåòîùîäù ïëéä |<| = 2ℵ0 éë íéøîåà åðà

.57-å 56-î
[56] .|P (A)| = 2|A| íéé÷ A äöåá÷ ìëì .èôùîèôùîèôùî .93

.2ℵ0 · 2ℵ0 = 2ℵ0 ãçåéîáå ,
(
2ℵ0

)ℵ0 =
(
2ℵ0

)n = 2ℵ0 n > 0 ìëì .à .èôùîèôùîèôùî .94
.ba = 2a 2 ≤ b ≤ 2a ìëì æà a · a = a íà .á

.
(
2ℵ0

)2ℵ0
= ℵ2ℵ0

0 = 22ℵ0 .â

.≤ úåðåëúáå 'à91-á ùîúùä ïàëî .'à83-å 'â90 éôì ,
(
2ℵ0

)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 .à .äçëåääçëåääçëåä
.≤ úåðåëúå 'â90 ,'à91 éôì ,2a ≤ ba ≤ (2a)a = 2a·a = 2a .á

.a = 2ℵ0 øùàë 'á-î òáåð .â
.íééòáèä íéøôñîä ìò ä÷æç úåìåòô éúù åðì ùé òâøë .íééòáèä íéøôñîä ìò ä÷æçä úåéòîùî ãçíééòáèä íéøôñîä ìò ä÷æçä úåéòîùî ãçíééòáèä íéøôñîä ìò ä÷æçä úåéòîùî ãç .95
éúù .88-á äøãâåäù ä÷æçä úìåòô àéä äéðùäå ,äîéîé íéîéî åðì úøëåîä ä÷æçä úìåòô àéä úçàä

.äìåòôä äúåà ïä åìà úåìåòô
çéëåð .exp(a, b) -á 88-á äøãâåäù ab ä÷æçä úìåòô úà ,ãáìá úàæ äçëåä éëøåöì ,ïîñð .äçëåääçëåääçëåä
ïåéååéùäù äçðäá .'à89 éôì ,exp(k, 0) = 1 = k0 l = 0 -ì .exp(k, l) = kl éë l ìò äéö÷åãðéàá
.'â89-å äéö÷åãðéàä úçðä ,'à90 éôì ,exp(k, l + 1) = exp(k, l) · exp(k, 1) = kl · k = kl+1 æà l-ì ïåëð
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.a2 = a · a ãçåéîá .íéìôåë n íò áåùå áåù åîöòì a ìù ìôëä úàöåú àéä an .èôùîèôùîèôùî .96
:äàáä äéñøå÷øä é"ò øãâåî äæ ìôë .mpy(n, a) -á íéìôåë n íò åîöò íò a ìù ìôëä úà ïîñð .äçëåääçëåääçëåä
.n ìò äéö÷åãðéàá çëåî mpy(n, a) = an ïåéååéùä .mpy(n+1, a) = mpy(n, a) ·a -å mpy(0, a) = 1

['â94-å 92] .22ℵ0 àéä << úåéùîîä úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ úîöåò .à .èôùîèôùîèôùî .97
.2ℵ0 àéä úåôéöøä úåéùîîä úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ úîöåò .á

z ∈ < ìëìù êë F : < → W éäú .úåôéöøä úåéùîîä úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ W éäú .á .äçëåääçëåääçëåä
úòë .2ℵ0 ≤ |W | ïëìå ò"çç àéä F .F (z)(x) = z x ∈ < ìëì ,øîåìë ,z äòåá÷ä äéö÷ðåôä àéä F (z)
àéä G .íééìðåéöøä úöåá÷ àéä Q-ù ïëéä ,G(f) = f ¹ Q é"ò äðåúðä äéö÷ðåôä G : W → Q< éäú

ïëì .íééìðåéöøä ìò äéëøò é"ò íéòá÷ð äôéöø úéùîî äéö÷ðåô ìù íéëøòä ìë éë ò"çç
.'à94 éôì ,|W | ≤ ∣∣Q<∣∣ =

(
2ℵ0

)ℵ0 = 2ℵ0
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